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نردبان های توانی

عباس قلعه  پور اقدم

دراینمقاله،برخینردبانهایتوانیمتشکلازعددهاییکسانرادردوجهتپایین)طبققراردادموجوددرریاضی(وبالامحاسبه
وبرایناساس،معادلاتیموسومبه»معادلاتچندتوانی«راتعریفوبررسیمیکنیم.

چکیده

نردبان های توانی
کلیدواژهها:توان،نردبانهایتوانی،چندتوانیباعددهاییکسان،محاسبههایجهتپایینوجهتبالا،معادلاتچندتوانی

1.مقدمه:
طبق قرار دادی که در ریاضی داریم، مقدار یک نردبان توانی نظیر
، با شــروع محاسبه ها از بالا و ادامة کار به سمت پایین به دست  423
می آید. در این نردبان توانی، بالاترین جفت برابر 16 می شود )16=24( 

' به طور خلاصه:  '=163 43 046 721 و سپس:          
( ) ' '= = =

4 42 2 163 3 3 43 046 721
حــال اجازه دهید این نردبان توانی را برخلاف قرار داد، در جهت 
متضاد، یعنی از پایین به بالا محاسبه کنیم. آیا فکر می کنید نتایج دو 

محاسبه یکسان خواهند بود؟ پاسخ منفی است، توجه کنید: 

( ) '= = =
42 2 4 43 3 9 6 561

همان گونه که می بینید، اختلاف نتایج به دســت آمده بســیار 
بالاست. در ادامه پس از چند تعریف، با ارائة چند مثال، تفاوت میان 

محاسبه ها را در دو جهت متضاد بیشتر بررسی خواهیم کرد. 

2.تعریف ها:
2-1.چندتوانیباعددهاییکسان

 عبارت هایی به فرم کلی: 

xx

x

       
نظیر: 

3333       
22222    

999
را کــه x می تواند گویــا، گنگ یا ... باشــد، نردبان های توانی یا 
چند توانی های با عددهای یکسان می نامند. طول یک چند توانی برابر 
تعداد xهای به کار رفته در آن تعریف می شود. یک چند توانی به طول 

2 به فرم کلیxx را »دو توانی« نیز می نامند. 
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2-2.محاسباتجهتپایینوجهتبالا
طبق قراردادی که در ریاضــی داریم، مقدار یک نردبان توانی با 
محاســبه های از بالا به پایین به دست می آید، ولی چون قصد داریم 
محاسبه ها را در جهت متضاد و تفاوت نتایج به دست آمده را بررسی 

کنیم، دو تعریف و دو نماد گذاری زیر را ارائه می کنیم: 

xx  براساس قرارداد، 
x

محاســبة مقدار چند توانی به فرم کلی
یعنی از بالا به پایین، محاسبة جهت پایین می نامیم که به شکل زیر 

نمایش داده می شود: 

xx
x

محاســبة مقدار چند توانی از پایین به بالا را محاسبة جهت بالا 
می نامیم که به صورت زیر نموده می شود: 

xx
x

3.چند مثال برای بررســی تفاوت محاســبه های جهت 
پایین و بالا:

3-1.طبق قرارد اد )محاســبة جهت پاییــن(، مقدار نردبان 
333 با شــروع محاســبه ها از بالا و ادامه به سمت پایین  توانی 
به دســت می آید. بالاترین جفت برابر 27 می شود )27=33(، و 
. به طور خلاصه و  ' ' ' '=273 7 625 597 484 987 ســپس داریم:

نمادین داریم: 
( ) ' ' ' '= = =

3 33 3 273 3 3 7 625 597 484 987
حال به محاسبة جهت بالا می پردازیم:

 
( ) '= = =

33 3 3 273 3 3 19 683
همان گونــه که می بینید، اختلاف بالایــی در نتایج دو نوع 

محاسبه مشهود است. 

3-2.نردبانتوانی
2222    

را در دو جهت پایین و بالا محاسبه می کنیم: 

( )( ) ( ) ( ) '= = = = =
2 2 22 2 2 42 2 2 2 162 2 2 2 2 65 536

( , , ' )= = =2 4 162 4 2 16 2 65 536

( ) (( ) ) (( ) )= = = = =
2 22 2 2 22 2 2 2 2 22 2 2 4 16 256

( , , )= = =2 2 22 4 4 16 16 256

شــاید متوجه شده باشید که در این دو مثال و مثال مطرح شده 
در بخش مقدمه، محاسبة جهت پایین عدد بسیار بزرگ تری را نسبت 

به محاسبة جهت بالا به دست می دهد. 

3-3.اجــازه دهید نردبان مثــال )3-2( را به اندازة یک واحد  
بلند تر کنیم! 

22222
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ' ?

= = = =

= = =

2 2 2 22 2 2 2 42 2 2 2 2

16

2 2 2 2 2

2 65 536

2 2 2 2 2

2 2

'( , , ' , ?)= = = =2 4 16 65 5362 4 2 16 2 65 536 2

چقدر بزرگ باشد؟  چاپ رایانه ای  '65 5362 فکر می کنید مقدار عدد
65' به صورت  5362 تهیه شــده از این عدد نشــان می دهد که عــدد
20035000 شــروع می شــود و دارای729'19 رقم اســت. حال به 

محاسبة جهت بالا می پردازیم: 

( ) (( ) ) (( ) ) (( ) )

( ) '

   = = = =      

= = =

222 2 2 22 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 4

16 256 65 536

همان گونه که می بینید، در این مثال نیز محاسبة طبق قرارداد، 
عدد بسیار بسیار بزرگ تری را نسبت به محاسبة جهت بالا نتیجه داد. 

3-4.این بار یک نردبان توانی کوتاه به طول 3 را محاســبه 
می کنیم: 

999
( ) ' ' ?= = =

9 99 9 387 4204899 9 9
این عدد بیش از 360 میلیون رقم دارد! 

( ) ( ' ' ) ?= = =
99 9 9 99 9 387 420 489

این عدد تنها 77 رقم دارد. 

4.معادلات چندتوانی:
به جز دو توانی ها )xx( که به وضوح محاســبة جهت پایین و بالا 
برای آن ها نتیجة یکســانی دارد و برخی موارد اســتثنا که به یکی از 
آن ها در ادامه اشــاره خواهد شد، در چند توانی های مرتبة بالاتر از 2، 

محاسبه ها در دو جهت نتایج متفاوتی دارند. 
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دورهمي ریاضي ـ  )قسمت  هفتم( 

4-1. یکی از موارد اســتثنا، ســه توانی 2 است که در هر دو 
جهت به مقدار واحدی ختم می شود:

( ) , ( )= = = = = =
2 2 22 2 4 2 2 2 22 2 2 16 2 2 4 16

4-2.طرحیکپرسش،تشکیلوحلمعادلاتچندتوانی
تفاوت در نتایج محاســبات جهت بــالا و پایین به طرح این 
پرسش منجر می شود: به ازای چه مقادیری از x، دو نردبان توانی 
با عددهای یکســان، با طول های متفاوت یــا برابر، و جهت های 
متضاد می توانند مقدار یکســانی داشته باشــند؟ برای مثال، به 
ازای چه مقداری از x، یک ســه توانی جهت بالای x  با یک ســه 
توانی جهت پایین x برابر می شــود؟ برای پاسخ به پرسش اخیر، 

معادله ای به شکل زیر تشکیل می دهیم: 
x xx xx x=

چنین معادلاتی را معادلة چند توانی خواهیم نامید. برای حل 
این معادله به صورت زیر عمل می کنیم: 

 x( x ) x xx (x )⇒ =
x(x ) x xx (x )⇒ =

، در سمت راست برابری  b c (b c)(a ) a ×= با استفاده از قاعدة
اخیر خواهیم داشت: 

x(x ) (x )x x⇒ =
2

، داریم: b ca a b c= ⇒ = همچنین، با استفاده از قاعدة
xx x

x
⇒ =
⇒ =

2

2
در واقع این همان مورد استثنایی است که در بخش )4-1( بدان 
اشــاره شد. پرسشــی دیگر  را مطرح می کنیم که به تشکیل معادلة 
چند توانی دیگری می انجامد: اگر سه توانی جهت پایین x با چهارتوانی 

جهت بالای x برابر باشد، x برابر چه مقداری است؟
معادلة مربوط به این پرسش را به صورت زیر تشکیل می دهیم و 

آن را حل می کنیم: 
xx xx xx x=

x x( x ) x xx (x )⇒ =
x( x ) x x xx ((x ) )⇒ =
x( x ) x x xx ((x ) )⇒ =

x( x ) (x ) xx (x )⇒ =
2x( x ) (x ) xx (x )⇒ =

2

x( x ) (x )x x⇒ =
3x( x ) (x )x x⇒ =

3

xx x x⇒ = ⇒ =3 3

نوبتشما.محاسبههایزیرراانجامدهید. 

,
33 33 33 3,

33 33 33 3
پرسشیدیگروطرحوحلمعادلهایدیگر: به ازای چه مقداری از 
x، چهار توانی جهت پایینx با سه  توانی جهت بالای x مقدار یکسانی 

دارند؟ 
xx xx xx x=

xx xx xx x=
xx(x ) x xx (x )⇒ =

xx(x ) x xx (x )⇒ =
xx(x ) x xx (x )⇒ =

xx(x ) (x.x)x x⇒ =
xx(x ) (x.x)x x⇒ =

xx(x ) (x.x)x x⇒ =
xxxx x⇒ = 2

xxxx x⇒ = 2
xxxx x⇒ = 2

x(x )x x⇒ = 2x(x )x x⇒ = 2x(x )x x⇒ = 2

x⇒ =2 2
حل این معادله به معادلة xx=2 منجر شــد. باید بدانید که حل 
معادلة xx=2  مربوط به ریاضیات دانشــگاهی اســت. البته حل این 
معادله زیاد دشــوار نیست. کافی است از دبیر خود روش حل موسوم 
به »روش نیوتن- رفسُن« را پرس وجو کنید. پاسخ معادلة xx=2 از این 

~x می شود.  /1 روش مقدار تقریبی 55961

نوبتشما.معادلةمربـوطبهپرسشزیرراتشکیلوآنرا
حلکنید. 

به ازای چه مقداری از x، چهار توانی جهت پایین x با چهار  توانی 
جهت بالای x، برابر می شوند؟ 

راهنمایــی. اگر بتوانید حل معادله را تــا آخرین مرحله به 
درستی پیش ببرید، به معادلة xx=3 می رسید. پاسخ این معادله 
با همان روش ذکر شــده در معادلة پیشین، برابر مقدار تقریبی 

~x می شود.  /1 82545
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